БИФУРКАЦИИ И НОВЫЕ УСЛОВИЯ ЕДИНСТВЕННОСТИ
КРИТИЧЕСКИХ ТОЧЕК ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ПРОИЗВОДНЫХ
                             // Ученые записки КФУ. Физико-математические науки 2011 N1 by Казанцев Андрей Витальевич
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎÎ ÓÍÈÂÅÑÈÒÅÒÀ
Òîì 153, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2011
ÓÄÊ 517.54





Îïðåäåëåíû òèïû áèóðêàöèé íóëåé ãðàäèåíòà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ãîëî-
ìîðíîé óíêöèè â åäèíè÷íîì êðóãå, âëîæåííîé â ñåìåéñòâî åå ¾ëèíèé óðîâíÿ¿. Óñòà-
íîâëåííûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè äâèæåíèÿ íóëåé îò êðèâèçíû ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðîèç-
âîäíîé ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè òåîðåìû ÏóàíêàðåÕîïà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êëàññà íîâûõ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè íóëÿ â îðìå íåîòðèöàòåëüíîñòè óíêöèîíàëîâ
òèïà êðèâèçíû. Äàííûé êëàññ ñîäåðæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåðèþ íåðàâåíñòâ Ýï-
øòåéíà, ïîëó÷àåìûõ èç óñëîâèÿ ëèíåéíîé âûïóêëîñòè ïî Áåíêå Ïåøëþ îáëàñòåé Õàð-
òîãñà ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñâîåîáðàçíûé ýåêò æåñòêîñòè: óêàçàííûå
íåðàâåíñòâà ñîäåðæàòåëüíû òîëüêî íà êîíå÷íîì îòðåçêå ïàðàìåòðîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ, êîíîðìíûé ðàäèóñ, áèóðêàöèè
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ëèíåéíàÿ èíâàðèàíòíîñòü, ëèíåéíàÿ âûïóêëîñòü ïî Áåíêå Ïåøëþ.
Ââåäåíèå
Ñîãëàñíî òåîðåìå èìàíà íîðìèðîâàííîå êîíîðìíîå îòîáðàæåíèå F ãèïåð-
áîëè÷åñêîé îáëàñòè D ⊂ C íà êðóã ER ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü (â R3 )
íàä D [1, ñ. 32℄. Ýòà ïîâåðõíîñòü, R = RD(z) , õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî êàæäàÿ åå
ëèíèÿ óðîâíÿ ïðåäñòàâëÿåò ðàäèóñ R ¾ìèøåíè¿ ER , öåíòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
F -îáðàç òåêóùåé òî÷êè óêàçàííîé ëèíèè. Âåëè÷èíà RD(z) íàçûâàåòñÿ (âíóòðåí-
íèì) êîíîðìíûì ðàäèóñîì îáëàñòè D â òî÷êå z [2, ñ. 26℄.
C ïîìîùüþ áèãîëîìîðèçìà f : D → D ñèòóàöèÿ ïåðåíîñèòñÿ â ïðîñòðàíñòâî
íàä åäèíè÷íûì êðóãîì D = {ζ ∈ C : |ζ| < 1} , òàê ÷òî êîíîðìíûé ðàäèóñ â òî÷êå
f(ω) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì çíà÷åíèþ óíêöèè
hf(ζ) = (1− |ζ|2)
∣∣f ′(ζ)∣∣ (1)
â òî÷êå ζ = ω ∈ D [2, ñ. 28℄, [3℄). Äëÿ çàäàííîé îáëàñòè D âûáîð òàêîãî f åäèíñòâåí
ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðèçìîâ D, ïîýòîìó â (1) ñîäåðæèòñÿ ïîëíàÿ èíîðìàöèÿ
î êîíîðìíîì ðàäèóñå îáëàñòè D .
Èññëåäîâàíèå âåëè÷èíû (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ãîëîìîðíûìè â D óíêöèÿìè f
âûâîäèò íà ïåðâûé ïëàí èçó÷åíèå ñîîòâåòñòâèé f 7→ hf , ñìåíÿþùèõ ñîîòâåòñòâèÿ
D 7→ RD äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáëàñòåé ïðè ïåðâîíà÷àëüíîé D -ïîñòàíîâêå.
Â ðàìêàõ òàêîãî f -ïîäõîäà âåëè÷èíà (1) ïðèîáðåëà íàçâàíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðî-
èçâîäíîé, èëè ïðîèçâîäíîé Áëîõà, óíêöèè f (ì., íàïðèìåð, [4, 5℄). Êàê èçâåñòíî,
ýêñòðåìóìû (1) ¾îðìàëèçóþò ïðåïÿòñòâèÿ¿ ïðè èññëåäîâàíèè êîððåêòíîñòè ðÿäà
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêè è òåîðèè óíêöèé (ñì. [6℄ è áèáëèîãðàèþ â [7℄).
àçëè÷èå (îáû÷íî îòîæäåñòâëÿåìûõ ïîñðåäñòâîì z = f(ζ)) ïðåäñòàâëåíèé R =
= RD(z) è h = hf (ζ) ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè ¾ïåðåñ÷åòå íà¿ ζ ∈ D âûðàæå-
íèé äëÿ èõ ãàóññîâûõ êðèâèçí, íåîòðèöàòåëüíîñòü êîòîðûõ ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì [8℄∣∣{f, ζ}∣∣ ≤ ∣∣−2/(1− |ζ|2)2 + (1/2)|(f ′′/f ′)(ζ) − 2ζ/(1− |ζ|2)|2∣∣, ζ ∈ D, (2)
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ãäå {f, ζ} = (f ′′/f ′)′(ζ) − (f ′′/f ′)2(ζ)/2  ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà óíêöèè f â òî÷-
êå ζ , è |{f, ζ} + 2(lnhf (ζ))ζ(f ′′/f ′)(ζ)| ≤ | − 2/(1 − |ζ|2)2 + 2|(lnhf(ζ))ζ |2|, ζ ∈ D .
Àíàëîãè÷íûé ¾ïåðåñ÷åò¿ äëÿ ëîãàðèìîâ lnR è lnh äàåò íåðàâåíñòâà∣∣{f, ζ} − (1/2)((f ′′/f ′)(ζ)− 2ζ/(1− |ζ|2))2∣∣ ≤ 2/(1− |ζ|2)2, ζ ∈ D, (3)
è |(f ′′/f ′)′(ζ)− 2ζ2/(1− |ζ|2)2| ≤ 2/(1− |ζ|2)2, ζ ∈ D .
Îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïîäîáíûõ óñëîâèé áûë íàìå÷åí Ì.È. Êèíäåðîì
â [9℄ â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé åäèíñòâåííîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè óíêöèè (1) (ñì.
ðàçä. 1); â ðàáîòå [8℄ ïîëíîñòüþ èññëåäîâàí ñëó÷àé (2). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå â ðàìêàõ
óêàçàííîé ïðîáëåìû èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ âèäà
J(f, ζ) ≥ 0, ζ ∈ D, (4)
äëÿ ãîëîìîðíûõ â D óíêöèé f ïðè J = Gα , Iβ è Kγ , ãäå
Gα(f, ζ) +
∣∣{f, ζ}+ (3/2− α)[(f ′′/f ′)2(ζ)− 4ζ2/(1− |ζ|2)2]∣∣ =
= Iβ(f, ζ) +
∣∣{f, ζ}+ 2(2β − 1)(lnhf (ζ))2ζ ∣∣ =
= Kγ(f, ζ) +
∣∣(f ′′/f ′)′(ζ)− γζ2/(1− |ζ|2)2∣∣ = 2/(1− |ζ|2)2.
Âûáîð H  êëàññà ãîëîìîðíûõ â D óíêöèé  â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ äëÿ óíêöèîíàëîâ J îáóñëîâëåí, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî (â îòëè÷èå, íàïðèìåð,
îò (2)) óñëîâèå (4) çàâåäîìî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìåðîìîðíûõ óíêöèé â D, êîãäà
J ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç óíêöèîíàëîâ Gα (ïðè α 6= 3/2), Iβ ( β 6= 1/2) èëè Kγ .
Ñëó÷àé J = G3/2 = I1/2 ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó íåðàâåíñòâó Íåõàðè∣∣{f, ζ}∣∣ ≤ 2/(1− |ζ|2)2, ζ ∈ D, (5)
îáåñïå÷èâàþùåìó åäèíñòâåííîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè (1) è äëÿ ìåðîìîðíûõ f
(òàêîé òî÷êîé îêàçûâàåòñÿ ïîëþñ f ). ×òîáû óñòàíîâèòü åäèíñòâåííîñòü äëÿ ãî-
ëîìîðíûõ f èç (5), áûë ïðåäëîæåí ðÿä ìåòîäîâ â [5, 1013℄. Îòìåòèì äâà èç
íèõ: èñïîëüçîâàííûé â [10℄ è ðàçâèòûé â [11℄ ìåòîä ðàäèàëüíîé ñóïåðïîçèöèè,
à òàêæå ìåòîä áèóðêàöèé ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ [13, 14℄, ñâÿçàííûé ñî ñêîí-
ñòðóèðîâàííûì â [15, 16℄ âàðèàíòîì òåîðåìû Ïóàíêàðå Õîïà äëÿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ ∇hf . Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáà óêàçàííûõ ìåòîäà ¾ñðàâíèâàþòñÿ íà äîêà-
çàòåëüñòâå¿ (íå áîëåå ÷åì) åäèíñòâåííîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè (1) äëÿ óíêöèé
f ∈ H , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó Iβ(f, ζ) ≥ 0, ζ ∈ D , êîòîðîå âîçíèêàåò
êàê óñëîâèå ñëàáîé ëèíåéíîé âûïóêëîñòè îáëàñòåé Õàðòîãñà ñïåöèàëüíîãî âèäà â
C2 è ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ óñëîâèÿ Ýïøòåéíà [17℄ (ñì. ðàçä. 3). Ïðèìåíåíèå
ìåòîäà áèóðêàöèé óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò îáîáùåíèÿ óïîìÿíóòîé âåðñèè òåîðåìû
Ïóàíêàðå Õîïà (òåîðåìà 1).
Ñîïóòñòâóþùåé òåìîé ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîñòü óñëîâèÿ (4) ïðè f ∈ H . Ïóñòü
H0 = {f ∈ H : f ′(ζ) 6= 0, ζ ∈ D}  êëàññ ãîëîìîðíûõ ëîêàëüíî îäíîëèñò-
íûõ óíêöèé â D. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè J = Gα , Iβ èëè Kγ âûïîëíåíèå
(4) äëÿ ãîëîìîðíîé â D óíêöèè f , îòëè÷íîé îò òîæäåñòâåííîé ïîñòîÿííîé,
âëå÷åò çà ñîáîé f ∈ H0 . Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðî-
òèâíîå, âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå â ñòàòüå óíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ ëîêàëüíî
îäíîëèñòíûìè â D. Âàæíûì àñïåêòîì êîððåêòíîñòè ÿâëÿåòñÿ è âîïðîñ î ñîäåð-
æàòåëüíîñòè óñëîâèé âèäà (4). åøåíèå ýòîãî âîïðîñà îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî
ñâÿçàííûì ñ ïðèìåíåíèåì (â äóõå [18℄) êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ïëåñíåðà; òåì íå
ìåíåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Ôóíêöèîíàë J : H0× D × R → R : (f, ζ, ω) 7→ Jω(f, ζ) , ïîðîæäàþùèé ñåìåéñòâî
êëàññîâ Jω = {f ∈ H0 : Jω(f, ζ) ≥ 0, ζ ∈ D} , íàçîâåì æåñòêèì ïî ïàðàìåòðó ω ,
èëè ïðîñòîæåñòêèì, åñëè ìíîæåñòâî Ω = Ω(J) = {ω ∈ R : Jω 6= ∅} , êîòîðîå áóäåò
íàçûâàòüñÿ íîñèòåëåì óíêöèîíàëà J , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê â R.
åøàþùóþ ðîëü, êîòîðóþ óíêöèîíàë Íåõàðè
G3/2(f, ζ) = I1/2(f, ζ) = 2/(1− |ζ|2)2 −
∣∣{f, ζ}∣∣
è ñâÿçàííîå ñ íèì íåðàâåíñòâî (5) ñûãðàëè â ñâîå âðåìÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïî-
ñòðîåíèÿ óíêöèîíàëîâ J ñî ñâîéñòâîì ¾J ≥ 0 ⇒ åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì (1)¿,
ìîæåò ïðîÿñíèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå. Íà ýëåìåíòàõ
Mf = {a ∈ D : (∂hf/∂ζ)(a) = 0}
 ìíîæåñòâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (1) ïðè f ∈ H0  óíêöèîíàë Íåõàðè ñîâïàäàåò êàê
ñ óíêöèîíàëàìè Gα , Iβ è Kγ (íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ), òàê è ñ óíê-
öèîíàëàìè, ïîðîæäàþùèìè íåðàâåíñòâà (2), (3) è èõ àíàëîãè. Ýåêòèâíîñòü îò-
ìå÷åííîé ïîñòàíîâêè ñâÿçàíà ñ ðàñøèðåíèåì íàáîðà ñèòóàöèé, ïîäòâåðæäàþùèõ
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ¾ìåòàòåîðåìû¿, êîòîðàÿ óæå íà ýòàïå ðàáîòû íàä [11℄
è [9℄ ïðåâðàòèëàñü èç ðÿäîâîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â ðóêîâîäÿùóþ ãèïîòåçó ( [19℄):
èïîòåçà Ì.È. Êèíäåðà. Ïóñòü J : H0× D → R  óíêöèîíàë ñî ñâîéñòâîì
sgnJ(f, a) = sgn I1/2(f, a), a ∈Mf , f ∈ H0, (6)
è ïóñòü êëàññ J = {f ∈ H0 : J(f, ζ) ≥ 0, ζ ∈ D} íåïóñò. Òîãäà åñëè f ∈ J è
kf <∞ , òî kf ≤ 1 .
Çäåñü kf = #Mf  êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ Mf . Ñëó÷àé kf =∞ ìîæåò âîçíèêàòü
òîëüêî â äâóõ ñèòóàöèÿõ: ïðè íàëè÷èè â Mf àíàëèòè÷åñêèõ äóã (ñ êîíöàìè íà ∂D
ïðè f ∈ H0 ) [20℄ è êîãäà Mf äèñêðåòíî è èìååò ïðåäåëüíûå òî÷êè íà ∂D [21℄.
1. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû
Îñîáîå ìåñòî óíêöèîíàëà I1/2 â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå îñíîâàíî íà òîì,
÷òî íà ýëåìåíòàõ Mf îí, êàê è óíêöèîíàë K2 , ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëÿþùèì
ñîìíîæèòåëåì â âûðàæåíèè äëÿ êðèâèçíû Kf(ζ) óíêöèè lnhf (ζ) :
Kf(a) =
[
2/(1− |a|2)2 + ∣∣{f, a}∣∣]I1/2(f, a), a ∈Mf . (7)
Îòìåòèì òàêæå ñîîòíîøåíèå Kf (ζ) = [1 + |F |2]−2Jf (ζ) , ζ ∈ D, ãäå Jf (ζ) =
= (|Fζ | + |Fζ |)K2(f, ζ)  ÿêîáèàí âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇lnhf (ζ) ≃ F = 2(lnhf )ζ ,
à F = F (ζ, ζ) = f ′′(ζ)/f ′(ζ) − 2ζ/(1 − ζζ)  îòîáðàæåíèå àõîâà ñ ìíîæåñòâîì
íóëåé Mf [6℄.
Áîëåå òîíêîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîâåðõíîñòè h = hf(ζ) â îêðåñòíîñòè èçîëèðî-
âàííûõ ýëåìåíòîâ Mf ÿâëÿåòñÿ èíäåêñ
γf (a) = −(2pii)−1
∫
|ζ−a|=ρ
d ln (hf )ζ
òî÷êè a ∈ Mf , îñîáîé äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇hf (ζ) ; Mf
⋂{|ζ − a| ≤ ρ} = {a} .
Èçâåñòíî [15, 16℄, ÷òî γf (Mf ) ⊂ {±1, 0} . Îáîçíà÷àÿ mεf = #{a ∈Mf : γf (a) = ε1} ,






f . Îáúåäèíåííàÿ êëàññèèêàöèÿ èçîëèðîâàííûõ ýëå-
ìåíòîâ Mf (f ∈ H0 ) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [13℄).
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Ïðåäëîæåíèå 1. Íà äèñêðåòíîé ÷àñòè Mf èìååì γf (sgnKf = ±1) = sgnKf ,
γf (sgnKf = 0) ⊆ {−1, 0 + 1} , ïðè÷åì sgnKf◦φ(a) = sgnKf(φ(a)) è γf◦φ(a) =
= γf (φ(a)) , a ∈Mf , φ  àâòîìîðèçì D. Ïîâåðõíîñòü h = hf (ζ) íàä ýëåìåíòàìè
Mf ∋ a ≃ (sgnKf (a), γf (a)) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ñòðîåíèå: (+1,+1)  ýëëèïòè-
÷åñêèé ìàêñèìóì (îìáèëèêà ïðè {f, 0} = 0); (0,+1)  ïàðàáîëè÷åñêèé ìàêñèìóì;
(0, 0)  ïàðàáîëè÷åñêîå ïîëóñåäëî; (0,−1)  ïàðàáîëè÷åñêîå ñåäëî; (−1,−1)  ãè-
ïåðáîëè÷åñêîå ñåäëî. Âñå âàðèàíòû ðåàëèçóåìû.
Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîðìóëèðîâàííîé ãèïîòåçû ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñëåäóþùóþ âåðñèþ [15, 16℄ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ïóàíêàðå Õîïà ( [22,
. 223℄), â êîòîðîé B0 = {f ∈ H : limζ → ∂D hf (ζ) = 0}  ìàëûé êëàññ Áëîõà.
Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè f ∈ B0
⋂
H0 , kf <∞ , òî
∑
a ∈Mf
γf (a) = m
+
f −m−f = 1 .
Çàìå÷àíèå 1. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð óíêöèè f ∈ B0
⋂
H0 ñî ñ÷åòíûì Mf ,
ïîñòðîåííûé â [21℄, âòîðîå óñëîâèå kf <∞ â ïðèâåäåííîì óòâåðæäåíèè íå ìîæåò
áûòü ñíÿòî çà ñ÷åò ïåðâîãî.
Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû â ÷àñòíîì ñëó÷àå â ðàáîòå [9℄ áûë ââåäåí




p(θ)(eiθ + ζ)/(eiθ − ζ) dθ ñ p ∈ C[0, 2pi] . Ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü J : H0× D → R  óíêöèîíàë ñî ñâîéñòâîì (6) è
ïóñòü óíêöèÿ f ∈ F óäîâëåòâîðÿåò ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó (4), òî åñòü
J(f, ζ) > 0, ζ ∈ D. (8)
Òîãäà kf = 1 .
Âêëþ÷åíèå f ∈ F îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îáîèõ óñëîâèé ïðåä-
ëîæåíèÿ 2, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ñ ó÷åòîì (6) (à òàêæå (7) è ïðåäëîæåíèÿ 1) è
äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 3: m−f = m
0
f = 0 è kf = m
+
f = 1 .
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàáîòå [9℄ ïðåäëîæåíû
ñòðîãèå âåðñèè ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ ïðè ζ ∈ D:
À) G0(f, ζ) ≥ 0 ;
Á) L3/2(f, ζ) ≥ 0 , ãäå Lδ(f, ζ) = 1/(1−|ζ|2)−|ζ|
∣∣(f ′/f ′′)(ζ){f, ζ}+2δ(ln hf (ζ))ζ ∣∣ ;
Â) |ζ|∣∣(f ′′′/f ′′)(ζ) − 3/2(f ′′/f ′)(ζ)∣∣ ≤ 1/(1− |ζ|2) ;
) |ζ|2∣∣2(f ′/f ′′)′(ζ) + 1∣∣ ≤ 1 .
Ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 4. Ôóíêöèîíàëû G : (f, ζ, α) 7→ Gα(f, ζ) è L : (f, ζ, δ) 7→
Lδ(f, ζ) ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì ñ íîñèòåëÿìè |2α − 3| ≤ 1
è |δ| ≤ 1/2 ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâà À) è Á) íå ÿâëÿþòñÿ
ñîäåðæàòåëüíûìè (â êëàññå H ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ïëåñíåðà [23℄ íàéäóòñÿ òî÷-
êà íà ∂D è ñõîäÿùàÿñÿ ê íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ D òàêèå, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ãîëîìîðíîé óíêöèè (f ′′/f ′)′ + (1−
−α)(f ′′/f ′)2 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë. Îñóùåñòâëÿÿ óêàçàííûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
â íåðàâåíñòâå (1−|ζ|2)2Gα(f, ζ) ≥ 0 (ζ ∈ D), ïîëó÷èì, ÷òî |2α−3| ≤ 1 . Æåñòêîñòü
óíêöèîíàëà L óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ôóíêöèîíàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå Â) è ), îïðåäåëåíû íà H \ {aζ + b : a, b ∈ C} ,
óñëîâèå f ∈ H0 ñëåäóåò èç Â) àâòîìàòè÷åñêè, à äëÿ ) íàëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî;
ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ ζ = 0 íå ìîæåò áûòü îìáèëèêîé. Âûïîëíåíèå óñëîâèé Â)
è ) î÷åâèäíî, íàïðèìåð, äëÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ f (îáà íåðàâåíñòâà  ñòðîãèå), à
òàêæå äëÿ óíêöèé âèäà f(ζ)=a+bfs(εζ) , ãäå fs(ζ)=(1/2)ln((1+ζ)/(1−ζ)) (f(D) 
ïîëîñà), a, b ∈ C, |ε| = 1 : â Â) ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà äèàìåòðå D, à â )  âñþäó
â D. Åñëè 0 ∈Mf , òî ñòðîãàÿ îöåíêà Â) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè 0 < |ζ| < 1 :
â òî÷êå ζ = 0 ëåâàÿ ÷àñòü Â) ðàâíà
∣∣{f, ζ}∣∣/∣∣(f ′′(ζ)/f ′(ζ))/ζ∣∣∣∣ζ=0 = 1 .
Ïðè f ′′(0) 6= 0 ñëó÷àé ) óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ëåììû Øâàðöà ê
íåðàâåíñòâó |ζ2u′(ζ)/u2(ζ)| ≤ 1 , ζ ∈ D, ýêâèâàëåíòíîìó ) ñ ó÷åòîì
f ′′(ζ)/f ′(ζ) = 2u(ζ)/(1− ζu(ζ)). (9)
Îöåíêà ) îêàçûâàåòñÿ ñòðîãîé; ÷àñòíûå ñëó÷àè u′/u2 ≡ −1 , u′/u2 ≡ 1 è u′/u2 ≡ 0
âêëþ÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ïðèìåðû f(ζ) = eτζ ∈ F (τ ∈ R \{0}) ñ kf = 1,
f(ζ) = ln (1/(1− ζ)) ∈ B \ B0 è f(ζ) = 1/(1− ζ) /∈ B, (10)
ãäå B = {f ∈ H : supζ ∈ Dhf (ζ) < ∞}  êëàññ Áëîõà. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ
kf = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãîñòü ) ñàìà ïî ñåáå åùå íå îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èÿ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê óíêöèè (1) â D.
Ïðè f ′′(0) = 0 âîçíèêàåò íîâûé ýåêò  ¾ñóùåñòâåííàÿ¿ íåýëëèïòè÷íîñòü
òî÷êè 0 ∈ Mf : óñëîâèå |{f, 0}| ≥ 2  ýòî ) ïðè ζ = 0 . Ïàðàáîëè÷åñêèé ñëó÷àé
|{f, 0}| = 2 èñ÷åðïûâàåòñÿ íåêîòîðûì ÿâíî âûïèñûâàåìûì ñåìåéñòâîì âíå F , ñî-
äåðæàùèì fs . Ïðèìåð óíêöèè f ∈ F ñ 0 ∈Mf è ñòðîãîé îöåíêîé ) ïîëó÷àåòñÿ
èç (9) ïðè 1/u(ζ) = 1/(αζ) + φ(ζ) , ãäå α > 2 , φ′(ζ) = (1 − 1/α2)(1 − ζ2/α)−1 è
φ(0) = 0 . Çäåñü
f ′′(ζ)/f ′(ζ) = 2αζ/(ϕ(ζ) + ψ(ζ))
ñ





∣∣ϕ∣∣∣∣∂D ≥ 1 − 1/α > (1 + 1/α)/3 ≥ ∣∣ψ∣∣∣∣∂D ïðè α > 2 , îòñóò-
ñòâèå ïîëþñîâ f ′′/f ′ â D óñòàíàâëèâàåòñÿ òåïåðü íà îñíîâå òåîðåìû óøå.
Êàê ðåçþìå ïîëó÷àåòñÿ òàêîå óòî÷íåíèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 5 èç [9℄.
Ïðåäëîæåíèå 5. Ïðè f ∈ F ñòðîãàÿ îöåíêà Â) äàåò 0 /∈ Mf è kf = 1 ;
ñòðîãàÿ îöåíêà )  kf = 3 , åñëè 0 ∈Mf , kf = 1 , åñëè 0 /∈Mf .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå 0 /∈ Mf ïîçâîëÿåò ñðàçó âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 3. Ïóñòü òåïåðü äëÿ f ∈ F ñïðàâåäëèâà ñòðîãàÿ îöåíêà
) è 0 ∈ Mf . Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ýòîì ñëó÷àå |{f, 0}| > 2 , òî åñòü Kf(0) <
< 0 . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 γf (0) = −1 . Èìååì m−f = 1 è m0f = 0 , òàê êàê ïðè
a ∈ Mf \ {0} ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ) åñòü â òî÷íîñòè ñòðîãîå íåðàâåíñòâî (5), òî









f = 3 .
Çàìå÷àíèå 2. Çàìåíà (9) ïîçâîëèëà Ñ.. Íàñûðîâó óïðîñòèòü îáîñíîâàíèå (5)
â êëàññå S0 íîðìèðîâàííûõ âûïóêëûõ óíêöèé â D (ñì. [11, 24℄), à Ô.. Àâõàäèå-
âó, îáíàðóæèâøåìó äàííîå ñâîéñòâî S0 [25℄,  ïîëíîñòüþ îïèñàòü êëàññ óíêöèé
ñ óñëîâèåì (2) [8℄.
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2. Îáîáùåíèå òåîðåìû Ïóàíêàðå Õîïà
Â ìîíîãðàèè [26, ñ. 117℄ ïðèâåäåí ñëåäóþùèé âàðèàíò òåîðåìû Ïóàíêàðå 
Õîïà äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà:
Ëåììà 1. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå, íåïðåðûâíîå â D è íåïðåðûâíî äèåðåíöè-
ðóåìîå â D, íàïðàâëåíî íàðóæó D âî âñåõ òî÷êàõ ∂D è èñ÷åçàåò íà ìíîæåñòâå
M ⊂ D. Òîãäà åñëè ÿêîáèàí ïîëÿ ïîëîæèòåëåí íà M , òî M îäíîòî÷å÷íî.
Äëÿ èññëåäóåìîãî â íàñòîÿùåé ñòàòüå âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇lnhf ñ f ∈ H0 ëåììó
1 ìîæíî óñèëèòü, ñíèìàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. À èìåííî ñïðàâåäëèâî òàêîå îáîá-
ùåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 3:
Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ H0 , Mf íåïóñòî è γf (Mf ) = +1 , òî kf = 1.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [13℄ î áèóðêàöèÿõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ
Mr := Mfr äëÿ ñåìåéñòâà fr(ζ) = f(rζ) ¾ëèíèé óðîâíÿ¿ óíêöèè f ∈ H0 , â êî-
òîðîì êàæäàÿ fr îïðåäåëåíà ïðè |ζ| < 1/r , r ∈ (0,+∞) . Îáîçíà÷èì R = Rf =
=
⋃
r ∈ (0,+∞)Mr×{r} , Kr = Kfr , γr = γfr è g(ζ) = ζf ′′(ζ)/f ′(ζ) , gr(ζ) = g(rζ) .
Ëåììà 2. Ïóñòü f ∈ H0 è α  èçîëèðîâàííûé ýëåìåíò Mρ , 0 < ρ ≤ 1 ,
èìåþùèé êðàòíîñòü k â êà÷åñòâå íóëÿ óíêöèè gρ(ζ)− gρ(α) .
1) Åñëè α 6= 0 ëèáî α = 0 è Kρ(α) = 0 , òî ñëîåíèå R âáëèçè òî÷êè (α, ρ)
ñîñòîèò èç k (k = 2 ïðè α = 0) àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â ýòîé
òî÷êå. Êðîìå òîãî, èíäåêñ γ : (a, r) 7→ γr(a) íå èñ÷åçàåò íà R \ {(α, ρ)} âáëèçè
(α, ρ) , à âåëè÷èíà kr = #{Mr
⋂
(äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü α)} ðàâíà k äëÿ
âñåõ r 6= ρ , áëèçêèõ ê ρ , ëèáî èìååò ñêà÷îê, ðàâíûé 2, â ρ .
2) Ñîîòíîøåíèå Kρ(α) 6= 0 óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ¾âîçìóùåíèé¿ fr óíê-
öèè fρ ïðè r , áëèçêèõ ê ρ : Kr(ar) 6= 0 , ãäå ar  (åäèíñòâåííûé) ýëåìåíò Mr
òàêîé, ÷òî aρ = α (ar = 0 ïðè α = 0). Åñëè α 6= 0 , òî ñ âîçðàñòàíèåì r âáëèçè
ρ ìîäóëü |ar| âîçðàñòàåò ïðè Kρ(aρ) > 0 ëèáî óáûâàåò ïðè Kρ(aρ) < 0 .
3) Ïóñòü Kρ(α) = 0 . Ïðè k = 1 (êðîìå ¾óñòîé÷èâîé¿ ñèòóàöèè kr = 1 äëÿ r ,
áëèçêèõ ê ρ , ïðè |γρ(α)| = 1) âîçìîæíû ¾ðîæäåíèå¿ èëè ¾àííèãèëÿöèÿ¿ îäíîãî
ìàêñèìóìà è îäíîãî ñåäëà â (α, ρ) ïðè γρ(α) = 0 . Åñëè α = 0 , òî 0 ∈ Mf äëÿ
âñåõ r ∈ (0,+∞) ñ γr(0) = sgn (ρ− r) , r 6= ρ , è kr = 2+ γρ(α)sgn (r − ρ) äëÿ r 6= ρ
âáëèçè ρ .
¾îæäåíèå¿ ñòèëèçóåòñÿ äàëåå çíà÷êîì ∪ , ñèìâîë Ψ èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà ìàê-
ñèìóì (ïðè r ≤ ρ) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ìàêñèìóìà è ñåäëî (ïðè r > ρ). Îïðåäåëèì
R(I) =
⋃
r ∈ I Mr × {r} , ãäå I ⊆ (0, 1] , è óíêöèîíàë r = rf = sup {ξ ∈ (0, 1] : r ∈∈ (0, ξ] =⇒ kfr = 1} ïåðâîãî âûõîäà èç ìíîæåñòâà H = {h ∈ H0 : kh = 1} ïî
¾ëèíèÿì óðîâíÿ¿ óíêöèè f . Âåëè÷èíà r îòäåëåíà îò íóëÿ ðàäèóñîì âûïóêëîñòè
óíêöèè f , ïîýòîìó r > 0 .
Ïóñòü R = {r ∈ (0, 1) : 0 ∈ Kr(Mr)} . Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî R íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî è ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîé ïðåäåëüíîé
òî÷êè (r = 1). Äàëåå, R(0, r)  ïðîñòàÿ Cω -êðèâàÿ, äîïóñêàþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèþ
(a(r), r) , r ∈ (0, r) , â êîòîðîé ζ = a(r)  íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ ñ limr → 0+a(r) =
= 0 , γr(a(r)) = +1 è (êóñî÷íî ïðè (0, r)
⋂
R 6= ∅) âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè
ìîäóëåì è àðãóìåíòîì. Ïðè ýòîì a(r) ≡ 0 ëèáî |a(r)| âîçðàñòàåò ïî ïàðàìåòðó r .
Åñëè r < 1 , òî Mr ñîñòîèò èç òî÷êè a(r) = limr → r−a(r) ñ γr(a(r)) = +1 è íå
áîëåå ÷åì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íóëåâîãî èíäåêñà. Ïîñëåäíèå, åñëè ñóùåñòâóþò,
äàþò áèóðêàöèè òèïà ∪ . Òî÷êà a(r) ìîæåò ïîðîæäàòü áèóðêàöèþ òîëüêî òèïà
Ψ (íåîáõîäèìî, åñëè Mr = {a(r)}). Â ñëó÷àå f ′′(0) = 0 äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëèì




Ëåììà 3. Ïóñòü f ∈ H0 , 0 ∈ Mf , γf (0) = +1 è r < 1 . Òîãäà óíêöèÿ
µ : ρ 7→ µρ íåïðåðûâíà ñïðàâà è óáûâàåò íà [r, 1] . Åñëè aρ  ýëåìåíò Mρ ñ
|aρ| = µρ , r ≤ ρ ≤ 1 , òî γρ(aρ) = −1 ïðè ρ /∈ R è γρ(aρ) 6= +1 ïðè ρ ∈ R .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïóñòîòó R′ρ , ρ ∈ [r, 1] , äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïðè ρ = r .
Ñîãëàñíî ëåììå 2 (α = 0) èç óñëîâèé γf (0) = +1 è r < 1 ñëåäóåò, ÷òî â Mr × {r}
åñòü òî÷êè òèïà ∪ , òî åñòü Mr \ {0} 6= ∅ . Çíà÷èò, µ îïðåäåëåíà êîððåêòíî è
0 ≤ µρ < 1 , ρ ∈ [r, 1] . àâåíñòâî µρ = 0 îçíà÷àëî áû, ÷òî R′ρ èìååò ïðåäåëüíóþ
òî÷êó íà {0} × [r, 1] . Ïî ëåììå 2 åþ ìîãëà áû áûòü òîëüêî (0, 1) , ÷òî íåâîçìîæíî
ââèäó γf (0) = +1 . Äàëåå, âîçüìåì (an, rn) ∈ R′ρ ñ |an| → µρ . Ñõîäèìîñòü ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé an′ → aρ , rn′ → rρ (∈ [r, ρ]) äàåò |aρ| = µρ ∈ (0, 1) , îòêóäà aρ ∈
D\{0} . Íàêîíåö, âêëþ÷åíèå (aρ, rρ) ∈ R[r, ρ] ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-
íèÿ àõîâà, à ïîñêîëüêó aρ 6= 0 , áóäåì èìåòü (aρ, rρ) ∈ R′ρ , òî åñòü aρ ∈Mrρ \ {0}
ñ rρ ≤ ρ .
Ïîêàæåì, ÷òî aρ  ýëåìåíò Mρ \ {0} , ρ ∈ [r, 1] . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rρ < ρ .
Òîãäà ïî ëåììå 2 èìååòñÿ îäíà èç äâóõ ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U × V ⊂ D×[r, ρ) òî÷êè (aρ, rρ) : 1 ∈ γr(Mr
⋂
U) ïðè âñåõ r < rρ
èç V èëè −1 ∈ γr(Mr
⋂
U) ïðè âñåõ r > rρ èç V . Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
íàéäåòñÿ âåòâü Cω -êðèâîé èç R âèäà (a(r), r) ñ a(rρ) = aρ , ãäå r ïðîáåãàåò ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ïîëóîêðåñòíîñòü V
⋂{r ≷ rρ} . Òàê êàê (ïðè r 6= rρ ) ïðîèçâîäíàÿ
d|a(r)|/dr èìååò çíàê âåëè÷èíû sgnKr(a(r)) = γr(a(r)) = sgn (rρ − r) (ñì. ëåì-
ìó 2, ï. 2, è ïðåäëîæåíèå 1), òî â óêàçàííîé ïîëóîêðåñòíîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî |a(r)| < µρ , ïðîòèâîðå÷àùåå îïðåäåëåíèþ µρ . Òàêèì îáðàçîì, rρ = ρ è
aρ ∈Mρ \ {0} . Êðîìå òîãî, |aρ| = min{|a| : a ∈Mρ \ {0}}, ρ ∈ [r, 1] , ïî îïðåäåëåíèþ
âåëè÷èíû µρ .
Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò γρ(aρ) 6= +1 , à òàêæå ìîíîòîííîñòü
óíêöèè µ . Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå γρ(aρ) = +1 â ñèëó ëåììû 2 îòêðûâà-
åò ïåðâóþ èç óêàçàííûõ âûøå âîçìîæíîñòåé (1 ∈ γr(Mr
⋂
U) ïðè âñåõ r < rρ = ρ
èç V ). Ïðè ρ /∈ R ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî óòî÷íÿåòñÿ äî γρ(aρ) = −1 , òàê êàê
â ýòîì ñëó÷àå 0 /∈ γρ(Mρ) . Òåïåðü äîêàæåì èìïëèêàöèþ r < ρ ⇒ µr > µρ . Âû-
øå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè a ∈ Mr \ {0} , r ≤ ρ è |a| = µρ , òî r = ρ . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî èç a ∈ Mr \ {0} ñ r < ρ ñëåäóåò |a| > µρ , îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî µr = |ar| > µρ . Èç óáûâàíèÿ µ ñëåäóåò åå íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà â òî÷êàõ
[r, 1)
⋂
R . Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ëåììà 2 è íåïðåðûâíîñòü µ âíå R êàê íèæíåé
îãèáàþùåé êîíå÷íîãî ÷èñëà Cω -óíêöèé íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
[r, 1) \R .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
0 ∈Mf . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî kf > 1 . Òîãäà åñëè r = 1 , òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
Mf \{0} ïîðîæäàþò áèóðêàöèè òèïà ∪ , òî åñòü γf (Mf \{0}) = 0 . Åñëè æå r < 1 ,
òî ñîãëàñíî ëåììå 3 áëèæàéøèé ê íóëþ ýëåìåíò èç Mf \ {0} áóäåò èìåòü èíäåêñ,
îòëè÷íûé îò +1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå è äîêàçûâàåò
òåîðåìó.
Ëåììà 2 ïîçâîëÿåò òàêæå óñòàíîâèòü çâåçäîîáðàçíîñòü êëàññà H⋂{f ∈ H0 :
f ′′(0) = 0} ïî ¾ëèíèÿì óðîâíÿ¿. Èìåííî, ñïðàâåäëèâî
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f ∈ H0 ñ Mf = {0} è γf (0) = +1 , òî kfr = 1 , r ∈ (0, 1) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò r˜ ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî kfr˜ > 1 .
Òîãäà r ≤ r˜ < 1 , ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3 äëÿ ëþáîãî ρ ∈ [r, 1] ìíîæåñòâî
Mρ \ {0} íåïóñòî, ÷òî çàâåäîìî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ρ = 1 .
Ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ f ′′(0) = 0 â ñëåäñòâèè 1 äåìîíñòðèðóåò ñëåäóþùèé
ïðèìåð.
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Ïðèìåð 1. àññìîòðèì ¾ëèíèè óðîâíÿ¿ óíêöèè f(∈ H0) ñ f ′′(ζ)/f ′(ζ) =
= (1/2)/(1−ζ)2 . Íåñëîæíûé, íî ðóòèííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëîåíèå Rf íàä
(0, 1] ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé Cω -êðèâîé (ρ, r(ρ)) , ρ ∈ (0, 1] . Ôóíêöèÿ r = r(ρ) ,
êðîìå êîíöåâûõ ýêñòðåìóìîâ 0 è 1 , èìååò äâà âíóòðåííèõ: ìàêñèìóì rm =
√
3/2
â òî÷êå ρ = 1/
√
3 è ìèíèìóì r = (2/3)
√
5/3 ïðè ρ =
√
3/5. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
r0 ∈ (rm, 1) . Òîãäà kfr0 = 1 , íî kftr0 ≥ 2 ïðè r/r0 ≤ t ≤ rm/r0 .
Òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåò ñòðîãèé âàðèàíò ãèïîòåçû Ì.È. Êèíäåðà:
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü J : H0× D → R  óíêöèîíàë ñî ñâîéñòâîì (6), è ïóñòü
óíêöèÿ f ∈ H0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (8). Òîãäà kf ≤ 1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Mf 6= ∅ , òî íåðàâåíñòâî (8) è ñâîéñòâî (6) ñ ó÷åòîì (7)
è ïðåäëîæåíèÿ 1 îáåñïå÷èâàþò äèñêðåòíîñòü Mf [27, ñ. 209℄ è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
γf (Mf ) = +1 . Ïî òåîðåìå 1 îòñþäà ñëåäóåò kf = 1 .
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü J : H0× D → R  óíêöèîíàë ñî ñâîéñòâàìè:
1) f ∈ J ⇒ I1/2(fr, a) > 0 , a ∈Mfr , r ∈ (r0, 1)  íåêîòîðûì r0 = r0(f) ∈ [0, 1) ;
2) f ∈ J ⇒ f ◦ φ ∈ J äëÿ êàæäîãî àâòîìîðèçìà φ êðóãà D.
Òîãäà äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ J èìååò ìåñòî àëüòåðíàòèâà: ëèáî kf ≤ 1 ,
ëèáî Mf ñîäåðæèò êîíòèíóóì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Mf íåïóñòî (kf ≥ 1) è äèñêðåòíî (èíà÷å, ñîãëàñ-
íî [20℄ Mf ñîäåðæèò êîíòèíóóì). Ïîêàæåì, ÷òî kf = 1 .
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 è òåîðåìû 1 ñâîéñòâî 1) ìîæíî ïðî-
äîëæèòü äî f ∈ J ⇒ kfr = 1 , r ∈ (r0(f), 1) .
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå a ∈Mf . Åñëè Kf (a) > 0 , òî γf (a) = +1 . Ïóñòü òåïåðü
Kf (a) = 0 . àññìîòðèì óíêöèþ f˜ = f ◦ φ (∈ J â ñèëó óñëîâèÿ 2) íàñòîÿùåãî
ñëåäñòâèÿ), ãäå φ  àâòîìîðèçì D ñ φ(0) = a . Èìååì 0 ∈ Mf˜ è Kf˜ (0) = 0
ïî ïðåäëîæåíèþ 1, à òàêæå kf˜r = 1 , r ∈ (r0(f˜), 1) , ñîãëàñíî îòìå÷åííîìó âûøå.
Ïî ëåììå 2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ζ = 0  òî÷êà áèóðêàöèè òèïà Ψ (ïðè r = 1)
â ñëîåíèè R , à çíà÷èò (âíîâü ïî ïðåäëîæåíèþ 1), γf (a) = γf˜ (0) = +1 .
Èòàê, γf (Mf ) = +1 , îòêóäà ïî òåîðåìå 1 kf = 1 .
Çàìå÷àíèå 3. Óñòàíîâëåííûé ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå èìïëèêàöèé
1) è 2) óñëîâèÿìè 1
′
) J(f, a) ≥ 0 (> 0) ⇒ I1/2(f, a) ≥ 0 (> 0) , a ∈ Mf , f ∈ H0 ;
1
′′
) J(fr,Mfr) > 0 , r ∈ (r0, 1) , f ∈ J , è 2 ′ ) J(f, a) = 0 ⇒ g′(a) = 0 , a ∈ Mf ,
f ∈ J (g = ζf ′′/f ′ ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óíêöèîíàëû Gα è Kγ óäîâëåòâîðÿþò
1
′′
) ñ r0 = 0 (ïðè ïîïàäàíèè ïàðàìåòðîâ â íîñèòåëè) è äàæå áîëåå îãðàíè÷èòåëü-
íîìó óñëîâèþ J(fr, ζ) > r
2J(f, rζ) , r ∈ (0, 1) , ζ ∈ D (ýêâèâàëåíòíîìó íåðàâåíñòâó
Àëüîðñà [17℄ â ñëó÷àå J = G1 = K2 ). Ñëåäñòâèå 3 è åãî ïîëó÷àþùèéñÿ òàêèì
îáðàçîì àíàëîã îáîáùàþò êîíñòðóêöèè óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè âèäà (4) èç [13℄
è [28℄ äëÿ óíêöèîíàëîâ J = I1/2 è J = 2/(1− |ζ|2)− |(f ′′/f ′)′(ζ)| ñîîòâåòñòâåííî
è âûäåëÿþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ãèïîòåçà Ì.È. Êèíäåðà ïîäòâåðæäàåòñÿ ñ âèäîèç-
ìåíåíèåì óñëîâèÿ (6). Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû â ëþáîì ñëó÷àå ñâÿçàíà
ñ èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòîâ a ∈Mf íóëåâîãî èíäåêñà.
3. Ëèíåéíàÿ âûïóêëîñòü îáëàñòåé Õàðòîãñà
è íåðàâåíñòâî Ýïøòåéíà
àññìîòðèì êëàññ N (β) (β ∈ R) íîðìèðîâàííûõ ãîëîìîðíûõ óíêöèé f ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Iβ(f, ζ) ≥ 0 , ζ ∈ D, èëè, ïîäðîáíåå,∣∣{f, ζ}+ (β − 1/2)((f ′′/f ′)(ζ) − 2ζ/(1− |ζ|2))2∣∣ ≤ 2/(1− |ζ|2)2, ζ ∈ D. (11)
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Ïóñòü D  ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, f : D → D  åå ãîëîìîð-
íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ åäèíè÷íûì êðóãîì. Îáëàñòü Õàðòîãñà íàä D îïðåäåëÿåòñÿ
êàê H = {(z, w) ∈ D × C : |w| < Ω(z)} , ãäå óíêöèÿ Ω ∈ C2(D) ïîëîæèòåëüíà è
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (lnΩ)zz < 0 â D (òî åñòü H ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëà).
Â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùåé óíêöèè äëÿ H áóäåì èñïîëüçîâàòü r(z, w) = ln |w| −
−lnΩ(z) . Îäíà èç âåðñèé îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé âûïóêëîñòè, âîñõîäÿùèõ ê êëàññè-
÷åñêîé ðàáîòå [29℄, ïðèìåíèòåëüíî ê H îçíà÷àåò, ÷òî âåùåñòâåííûé ãåññèàí óíê-
öèè r , Hess r(z, w)(λ, µ) ≥ 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè (z, w) ∈ r−1(0)⋂(D × C) è ëþáîãî
âåêòîðà (λ, µ) èç êîìïëåêñíîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TC(z,w)(∂H) .
Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (1/2)Hess r(z, w)(λ, µ) = −(lnΩ)zz|λ|2−Re {µ2/2w2+
+ (lnΩ)zzλ
2} è TC(z,w)(∂H) = {(λ, µ) ∈ C2 : µ/w = 2(lnΩ)zλ} (ñì., íàïðè-
ìåð, [30℄). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî óêàçàííîé âåðñèè Re {[(lnΩ)zz +2(lnΩ)2z]λ2} ≤
−(lnΩ)zz |λ|2 , ζ ∈ D, λ ∈ C, èëè ýêâèâàëåíòíî∣∣(lnΩ)zz + 2(lnΩ)2z∣∣ ≤ −(lnΩ)zz, ζ ∈ D. (12)
Çàìåíà Ω =
√
R/es (R = R(z)  êîíîðìíûé ðàäèóñ) ñ ïîñëåäóþùèì ïåðå-
õîäîì ê åäèíè÷íîìó êðóãó, z = f(ζ) , σ(ζ) := s(f(ζ)) , ïðåîáðàçóåò îöåíêó (12)
â íåðàâåíñòâî Ýïøòåéíà [17℄∣∣σζζ − σ2ζ − {f, ζ}/2− (2ζ/(1− |ζ|2))σζ ∣∣ ≤ σζζ + 1/(1− |ζ|2)2, ζ ∈ D. (13)
Èçâåñòíî [17, 31℄, ÷òî åñëè |σζ | ≤ |ζ|/(1 − |ζ|2) , r0 ≤ |ζ| < 1 , äëÿ íåêîòîðîãî
r0 ∈ (0, 1) , òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (13) óíêöèÿ f áóäåò îäíîëèñòíîé â D.
Ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå: åñëè îáëàñòü Õàðòîãñà H ëèíåéíî âûïóêëà íàä
D (â ñìûñëå ïîäõîäÿùåé âåðñèè îïðåäåëåíèÿ), òî ëþáîå ãîëîìîðíîå íàêðûòèå
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (ðèìàíîâîé îáëàñòè íàä Cn â ñëó÷àå n ≥ 2) D îäíîëèñòíî.
Âåðíåìñÿ ê óñëîâèþ (12) â ÷àñòíîì ñëó÷àå Ω = Rβ ; ïðè ïåðåõîäå ê D èìååì
â òî÷íîñòè íåðàâåíñòâî (11).
Òåîðåìà 2. Åñëè β ∈ [0, 1] , òî N (β)  ëèíåéíî-èíâàðèàíòíîå ñåìåéñòâî ïî-
ðÿäêà ordN (β) ≤ (1 − β)−1/2 , ñîäåðæàùåå êëàññ S0 âûïóêëûõ óíêöèé. Êëàññû
N (β) ïóñòû ïðè β /∈ [0, 1] .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíàÿ èíâàðèàíòíîñòü êëàññîâ N (β) ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî. Äåéñòâèÿ





íà óíêöèè f ∈ N (β) ìåáèóñîâûìè àâòîìîðèçìàìè φζ(z) = (z + ζ)/(1 + ζz)
(ñì. [32℄) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü (11) â òåðìèíàõ êîýèöèåíòîâ A2(f, ζ) , A3(f, ζ)
ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé A3(f, ζ)−A22(f, ζ) = (1/6)(1− |ζ|2)2{f, ζ} è A2(f, ζ) = −ζ +
+ ((1 − |ζ|2)/2)(f ′′/f ′)(ζ) :∣∣3A3(f, ζ) + 2(β − 2)A22(f, ζ)∣∣ ≤ 1, ζ ∈ D. (14)
Äàëåå, ïðè ïåðåõîäå îò f ∈ N (β) ê óíêöèè fεr (ζ) = εf(εrζ)/r , r ∈ (0, 1) , |ε| = 1 ,
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî óñëîæíÿåòñÿ äî∣∣3A3(fεr , ζ)− 3A22(fεr , ζ) + (2β − 1)[A2(fεr , ζ) + ζγr(ζ)]2∣∣ ≤ r2(1− |ζ|2γr(ζ))2, (15)
ãäå γr(ζ) = (1 − r2)/(1− r2|ζ|2) .
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîðÿäîê ord f = supζ ∈ D|A2(f, ζ)| ëþáîé óíêöèè f ∈ N (β)
êîíå÷åí ïðè ëþáîì β 6= 1 ñ íåïóñòûì N (β) . Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå β ∈ R
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò f ∈ N (β) , òàêîå ÷òî α = ord f = +∞ . Â ýòîì
ñëó÷àå, êàê è ïðè êîíå÷íîì α [33℄, äëÿ ðàñòÿæåíèé fr(ζ) = f(rζ)/r èìååò ìåñòî
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä αr := ord fr → α ïðè r → 1− . Íà îñíîâå ëåãêî ïðîâåðÿ-
åìîãî ñîîòíîøåíèÿ A2(f
ε, εζ) = εA2(f, ζ) , ζ ∈ D, |ε| = 1 , ãäå fε(ζ) = εf(εζ) ,
ïîçâîëÿþùåãî ¾îâåùåñòâèòü¿ âòîðîé êîýèöèåíò, óñëîâèå αr > 1 , ñïðàâåäëèâîå
ïðè r < 1 , áëèçêèõ ê 1, îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê ζr ∈ D è εr ∈ ∂D
òàêèõ, ÷òî A2(f
εr
r , ζr) = αr(< +∞) . Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2.3à èç [32℄ âûïîëíÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèå A3(f
εr
r , ζr) = (2α
2
r + 1)/3 . Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé
äëÿ êîýèöèåíòîâ â (15) ñ ε = εr è ζ = ζr ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà
|1− α2r + (2β − 1)[αr + ζrγr(ζr)]2| ≤ r2(1− |ζr|2γr(ζr))2 äëÿ âñåõ r < 1 , áëèçêèõ ê 1.
àçäåëèâ îáå åãî ÷àñòè íà α2r è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè r → 1− , ñ ó÷åòîì îãðàíè-
÷åííîñòè γr(ζ) â D è ñõîäèìîñòè αr → +∞ áóäåì èìåòü β = 1 . Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ëþáîãî β 6= 1 èç f ∈ N (β) ñëåäóåò, ÷òî ord f < +∞ .
Òåïåðü âûÿñíèì, ïðè êàêèõ β êëàññû N (β) íåïóñòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ
N (β) , β 6= 1 , íåïóñò, è ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå β ëåæèò â ïðîìåæóòêå [0, 1) .
Îòìåòèì, ÷òî íåïóñòîòà N (β) , β ∈ [0, 1] , ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ S0 ⊂ N (β) ,
β ∈ [0, 1] , óñòàíàâëèâàåìîãî íà îñíîâå èçâåñòíîé îöåíêè |A3 − A2| ≤ (1 − |A2|2)/3
äëÿ êîýèöèåíòîâ A2 = A2(f, ζ) è A3 = A3(f, ζ) ïðè f ∈ S0 ( [25℄).
Èòàê, ïóñòü â N (β) ïðè β 6= 1 ñîäåðæèòñÿ óíêöèÿ f ñ ord f = α < +∞ . Ïðèí-
öèï êîìïàêòíîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn = Λφζnf : n ∈ N} ñ |A2(f, ζn)| → α ,
ζn ∈ D, ïðè n → ∞ , è |A2(fn, ζ)| ≤ α , ζ ∈ D, è ëèíåéíàÿ èíâàðèàíòíîñòü êëàññà
N (β) îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå óíêöèè g(ζ) = ζ+a2ζ2+a3ζ3+· · · ∈ N (β)
⋂
Aα
òàêîé, ÷òî a2 = α , ãäå Aα  óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíî-èíâàðèàíòíîå ñåìåéñòâî ïî-
ðÿäêà α [32℄. Òîãäà, âíîâü ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.3à èç [32℄, íî ê a2 = α = A2(g, 0)
è a3 = A3(g, 0) , è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷àþùååñÿ ñîîòíîøåíèå a3 = (2α
2 + 1)/3 â (14)
ñ g âìåñòî f è ñ ζ = 0 , ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî |2(β − 1)α2 + 1| ≤ 1 , òî åñòü
0 ≤ (1− β)α2 ≤ 1 , îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò îöåíêà β < 1 (íàïîìíèì, ÷òî β 6= 1),
à ñ ó÷åòîì α ≥ 1 (ñì. [32℄)  îöåíêà β ≥ 0 .
Êðîìå òîãî, åñëè f ∈ N (β)⋂Sα ñ β ∈ [0, 1) , ãäå Sα = {h ∈ Aα : ordh = α} ,
òî α = ord f ≤ (1 − β)−1/2 , òî åñòü ïåðåñå÷åíèÿ N (β)⋂Sα ïóñòû ïðè β ∈ [0, 1)
è α > (1 − β)−1/2 . Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî âûøå, â N (β) ïðè β ∈ [0, 1) óíêöèé
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà íåò, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ordN (β) ≤ (1−β)−1/2 , β ∈ [0, 1] .
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 4. Ñîîòíîøåíèå N (0) = S0 , ïîïóòíî îáîñíîâàííîå â ïðèâåäåííîì
äîêàçàòåëüñòâå, ïîëó÷åíî äðóãèì ìåòîäîì â ðàáîòå [34℄.
Ñëåäñòâèå 4. Ôóíêöèîíàë I : (f, ζ, β) 7→ Iβ(f, ζ) ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì ïî ïà-
ðàìåòðó β ñ íîñèòåëåì [0, 1] .
×àñòè÷íîå äîñòèæåíèå ðàâåíñòâà â îöåíêå ordN (β) ≤ (1−β)−1/2 èëëþñòðèðóåò
Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ fq(ζ) = [((1 + ζ)/(1 − ζ))q − 1]/(2q) , q ≥ 1 , ñ ord fq = q
ïðèíàäëåæèò êëàññó N (β) ïðè q ≤ (1−β)−1/2 , åñëè β ∈ [0, 2/3] , è ïðè q ≤√H(β) ,
åñëè β ∈ [2/3, 1] , ãäå H(β) = β/(8β2 − 11β + 4) . Óêàçàííûå îöåíêè íåóëó÷øàåìû.
Òåîðåìà 3. Åñëè β ∈ [0, 1] è f ∈ N (β) , òî kf ≤ 1 ëèáî f(D)  ïîëîñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé kf = 0 ñîäåðæàòåëåí: óíêöèè (10) ïðèíàäëåæàò
N (β) ïðè ëþáîì β ∈ [0, 1] . Ïðåäïîëîæèì kf ≥ 1 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðè-
àíòû (ñð.  [13℄).
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1. Mf äèñêðåòíî â D.
Ïîäñòàâëÿÿ ζ = ra , a ∈ Mfr , â óñëîâèå (11), ïîëó÷èì
∣∣{fr, a} + 2(2β −
− 1)γr(a)2a2/(1 − |a|2)2
∣∣ ≤ 2r2/(1 − r2|a|2)2 , îòêóäà I1/2(fr, a) > 0 ïðè r ∈ (0, 1) ,
β ∈ [0, 1] , è îñòàåòñÿ ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 3.
2. Mf ñîäåðæèò ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Êàê èçâåñòíî [20℄, ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà Mf â D ñîäåðæèòñÿ â àíàëèòè÷åñêîé
äóãå {ζ = ζ(t) , t ∈ T ⊂ R} ⊂ Mf . Òàêèì îáðàçîì, (lnhf )
ζ
∣∣ ζ=ζ(t) ≡ 0 , t ∈ T , èëè
(f ′′/f ′)(ζ(t)) ≡ 2ζ(t)/(1 − |ζ(t)|2) , t ∈ T , îòêóäà
{f, ζ(t)}ζ′(t) ≡ 2ζ′(t)/(1− |ζ(t)|2)2, t ∈ T. (16)
Ïîäñòàíîâêîé äâóõ ïîñëåäíèõ òîæäåñòâ â (11) óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî óíêöèÿ
κf (ζ) = (1 − |ζ|2)2
∣∣{f, ζ} + 2(2β − 1)(lnhf )2ζ∣∣ äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà, ðàâíîãî
2, â òî÷êàõ ζ = ζ(t) , t ∈ T , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (lnκf )ζ = 0 :
{f, ζ}′/{f, ζ}∣∣ζ=ζ(t) ≡ 4ζ(t)/(1− |ζ(t)|2), t ∈ T. (17)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ζ(t0) = ζ(t0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî t0 ∈ T ,
à ââèäó àíàëèòè÷íîñòè äóãè èìååì ζ′(t0) 6= 0 .
Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (16), (17) ñ ïðèâåäåííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè
ïåðåéäåì ê êîìïëåêñèèêàöèÿì âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèõ â T óíêöèé ζ(t) è
ζ(t) , òî åñòü ãîëîìîðíûì â ïîëîñêå T ⊂ T ⊂ C óíêöèÿì u(τ) è u(τ) òàêèì,
÷òî u∣∣T = ζ è v∣∣T = ζ . Óñëîâèÿ u(t0) = v(t0) = 0 è u′(t0) 6= 0 ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê
ñóïåðïîçèöèè w(u) := v(τ(u)) , ãîëîìîðíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè u = 0
è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ w(0) = 0 . Êîìïëåêñèèêàöèÿ òîæäåñòâ (16) è (17)
â òåðìèíàõ w = w(u) ïðèâîäèò ñîîòâåòñòâåííî ê ñîîòíîøåíèÿì
{f, u} = 2w′(u)/(1− uw(u))2 è {f, u}′/{f, u} = 4w(u)/(1− uw(u)). (18)
Ïåðâîå èç íèõ äàåò |w′(0)| = (1/2)∣∣(1−uw(u))2{f, u}∣∣∣∣u=0 = 1 (â ñèëó κf (ζ(t)) = 2),
ýòî ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè w′(0) = 1 .
Èç òîæäåñòâ (18) ñëåäóåò, ÷òî w′′(u)/w′(u) = 2(w(u) − uw′(u))/(1 − uw(u)) .
Ïîýòîìó w′′(0) = 0 è {w, u} = 0 , îòêóäà ñ ó÷åòîì w(0) = 0 è w′(0) = 1 áóäåì èìåòü
w(u) = u , ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé çàêëþ÷åíèå f(D)  ïîëîñà. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Íåñëîæíîé ìîäèèêàöèåé ìåòîäà, îáåñïå÷èâøåãî ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî èì-
ïëèêàöèè ¾(5)⇒ kf ≤ 1 ëèáî f(D)  ïîëîñà¿ [10, 11℄, óñòàíàâëèâàåòñÿ
Òåîðåìà 4. Ïóñòü a > 0 è äëÿ f ∈ H0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ f ′′(0) = 0 è
Re
(
ei2θ{f, ζ}) ≤ 2/(1− r2)2 + 4(a− 1)[Re eiθ(lnhf (ζ))ζ]2 + 2∣∣(ln hf(ζ))ζ ∣∣2 (19)
ïðè ζ = reiθ ∈ D. Òîãäà åñëè f(D) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîé, òî
Re eiθ(f ′′/f ′)(ζ) < 2r/(1− r2), ζ ∈ D. (20)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå óíêöèè g(t, θ) = f(r(t)eiθ) è
u(t, θ) = |g′t(t, θ)|−a , ãäå r = r(t)  îáðàòíàÿ ê t = fs(r) (â [10℄ çàâèñèìîñòü îò
θ íå èñïîëüçîâàëàñü). Òîãäà ïðè a > 0 óñëîâèå (19) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó







)2 ≥ 0, (21)
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(t, θ) ∈ [0,+∞)×R. Âìåñòå ñ f ′′(0) = 0 îíî îáåñïå÷èâàåò íåóáûâàíèå óíêöèè u
ïî t äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî θ . Â òåðìèíàõ g ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
Re gtt/gt ≤ 0, (t, θ) ∈ [0,+∞)× R, (22)
 íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî (20). àâåíñòâî â (22) â íåêîòîðîé òî÷êå (t0, θ0) , t0 6= 0 ,
áëàãîäàðÿ (21) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îòðåçîê [0, t0]×{θ0} , ãäå, òàêèì îáðàçîì, u ≡
≡ c(= |f ′(0)|−a) . Ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè t ∈ (0, t0] ñ Im (gtt/gt)(t, θ0) 6= 0
â ñèëó uθ/u = (ar/(1 − r2))Im gtt/gt ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó u(t, θ) < c(= u(0, θ))
äëÿ θ , ¾ïðèìûêàþùèõ¿ ê θ0 ñ îäíîé èç ñòîðîí. Ïîñëåäíåå, î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò
óñòàíîâëåííîìó âûøå óñëîâèþ íåóáûâàíèÿ u (ïî t). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî
â (22) ïðè (t, θ) = (t0, θ0) âëå÷åò çà ñîáîé òîæäåñòâî gtt/gt ≡ 0 íà [0, t0] × {θ0} ,
îòêóäà, ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè, f(D)  ïîëîñà.
Òåîðåìà 3 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íà îñíîâå òàêîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü β ∈ (−∞, 1] , f ∈ H0 , f ′′(0) = 0 è
Re
{
ei2θ{f, ζ}+ (β − 1/2)(eiθ(f ′′/f ′)(ζ) − 2r/(1− r2))2} ≤ 2/(1− r2)2 (23)
ïðè ζ = reiθ ∈ D. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè β ≤ 1 îöåíêà (23) âëå÷åò çà ñîáîé (19) ñ a ≥ 1− β .
Îáîñíîâàíèå òåîðåìû 3 ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî: óñëîâèå f ∈ N (β) , β ∈ [0, 1] , îáåñïå-
÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (23), îöåíêà (20)  âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà kf = 1 ,
à ñîîòíîøåíèå f ′′(0) = 0 äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ëèíåéíîé èíâàðèàíòíîñòè êëàññà
N (β) .
Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé ïîäõîä íå ¾ðàáîòàåò¿ äëÿ óñëîâèÿ Gα(f, ζ) ≥ 0 ,
ζ ∈ D ( |2α− 3| ≤ 1), çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ G3/2 = I1/2 . Ïîêà ìîæíî óòâåðæäàòü
ëèøü ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ kfr = 1 , r ∈ (0, 1) , ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííîãî
íåðàâåíñòâà, à òàêæå ñëåäñòâèÿ 2 äëÿ J = Gα .
4. Íåðàâåíñòâî Kγ(f, ζ) ≥ 0 , ζ ∈ D
Ëåììà 4. Ïóñòü âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ óíêöèÿ Ω ∈ C2(D) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ∣∣Ωζζ(ζ)∣∣ ≤ −Ωζζ(ζ), ζ ∈ D. (24)
Òîãäà åñëè Ωζ èñ÷åçàåò â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ζ0 , ζ1 ∈ D, òî Ωζ = 0 íà
ïðÿìîëèíåéíîì îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì ζ0 è ζ1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ Φ(ρ, θ) = Ω(ζ0+ρe
iθ) , ïîëó÷èì Φρ−iΦθ/ρ = 2eiθΩζ ,
Φρρ−i(Φθ/ρ)ρ = 2[ei2θΩζζ+Ωζζ ] . Ïóñòü ζ1 = ζ0+ρ1eiθ1 . Òîãäà èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà
çíà÷åíèé Ωζ â òî÷êàõ ζ0 è ζ1 ïîëó÷àåì, ÷òî Φρ(ρ1, θ1) = Φρ(0, θ1) , îòêóäà ñëåäóåò
ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà ïî îòðåçêó T = {ζ0+τeiθ1 : τ ∈ [0, ρ1]} îò íåïîëîæèòåëü-
íîé óíêöèè Re ei2θ1Ωζζ+Ωζζ , êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, èñ÷åçàåò íà íåì. Ïîýòîìó,
â ñèëó (24), èìååì Re ei2θ1Ωζζ =
∣∣ei2θ1Ωζζ∣∣ = −Ωζζ , ñëåäîâàòåëüíî, è Im ei2θ1Ωζζ =
= 0 íà T . Èíòåãðèðóÿ èòîãîâîå òîæäåñòâî ei2θ1Ωζζ +Ωζζ = 0 (ïðè ζ ∈ T ) ïî τ îò
0 äî ρ ∈ [0, ρ1] , ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó çàêëþ÷åíèþ Ωζ = 0 , ζ ∈ T .
Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 5. Åñëè óíêöèÿ f ∈ H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∣∣(1 − |ζ|2)2(f ′′/f ′)′(ζ) − γζ2∣∣ ≤ 2, ζ ∈ D, (25)
−2 ≤ γ ≤ 2 , òî kf ≤ 1 . Ïðè |γ| > 2 óñëîâèÿ (25) è f ∈ H íåñîâìåñòíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Æåñòêîñòü óíêöèîíàëà Kγ ïî ïàðàìåòðó γ ñ íîñèòåëåì
[−2, 2] óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðåäëîæåíèè 4.
Ïóñòü Ω = lnhf . Òîãäà óñëîâèå (25) ïðè ζ = ρe
iθ(∈ D) ïðèîáðåòàåò âèä∣∣2ei2θΩζζ + (2 − γ)ρ2/(1 − ρ2)2∣∣ ≤ −2Ωζζ , îòêóäà Re ei2θΩζζ + Ωζζ ≤ 0 â D, åñëè
γ ≤ 2 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ωζ = 0 â òî÷êàõ ζ0, ζ1 ∈ D (ζ0 6= ζ1 ). Êàê è â ëåììå 4, ïðè
ζ ∈ T âòîðîå èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì, ïîäñòàíîâêà
êîòîðîãî â ïåðâîå ïðèâîäèò ê îöåíêå
∣∣−2Ωζζ+2i Im ei2θ1Ωζζ+(2−γ)ρ2/(1−ρ2)2∣∣ ≤
≤ −2Ωζζ , ζ ∈ T , çàâåäîìî íå âûïîëíÿþùåéñÿ ïðè γ < 2 . Òàêèì îáðàçîì, kf ≤ 1 ,
åñëè γ ∈ [−2, 2) .
Ïóñòü γ = 2 . Òîãäà (25) åñòü â òî÷íîñòè (24), è ñîãëàñíî ëåììå 4 Ωζ = 0
íà T . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (f ′′/f ′)(ζ(τ)) ≡ 2ζ(τ)/(1 − |ζ(τ)|2) , ãäå ζ(τ) = ζ0 + τeiθ1 ,
τ ∈ [0, ρ1] ,  ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îòðåçêà T .
Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ïî τ â êðóã ζ−1 (D), ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùåå îòðåçîê T êðèòè÷åñêèõ òî÷åê óíêöèè hf äî õîðäû S =
= ζ(ζ−1(D)
⋂
R) , óñòàíàâëèâàåò ÿâíûé âèä ïðåäøâàðöèàíà f ′′/f ′ . Ñ òî÷íîñòüþ
äî âðàùåíèé â ïëîñêîñòè ζ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ζ0 = ih è S = {ih + τ :
τ ∈ (−√1− h2,√1− h2)} (h ∈ (−1, 1)), òîãäà (f ′′/f ′)(ζ) = 2(ζ − ih)/(1 − ζ(ζ −
− ih)) . ðîìîçäêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè f(ζ)  óêàçàííûì
ïðåäøâàðöèàíîì (à çíà÷èò, è äëÿ âñåõ åå ¾âðàùåíèé¿ ε−1f(εζ) , |ε| = 1) íåðà-
âåíñòâî (25) òåðÿåò ñèëó â òî÷êàõ D, áëèçêèõ ê (
√
1− h2 + ih)(ε) ∈ ∂D. Òàêèì
îáðàçîì, óíêöèè f ñ kf > 1 , íå âõîäÿò â êëàññ, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì (25), ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
×àñòü ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû àíîíñèðîâàëàñü â [35, 36℄.
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